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0.1 Regles d’évaluation

6 séances. 1 travail perso (1 a 3 personnes, sujet compression-entropie, 1 compte-rendu maxi
deux pages 20 avril max.), & 1 QCM (amical).



1 Introduction

Télécoms
— Capacité d’un canal
— Optimisation du codage

— Rapport % dans les Télécoms

source
émetteur

— — code —» canal — décodeur — destinataire (1)

Un canal : est caractérisé par sa réponse impulsionnelle (en lien avec les interférences, trajets
multiples !.
On peut également avoir du bruit rayonnant (du bruit additionnel)

1.1 Matrice de transfert :

Afin de traduire ces phénomeénes on peut utiliser ce type d’outil. Pour deux signaux x; et xo
on associe les probabilités de décoder les bons signaux en diagonales, sinon c’est des erreurs.

Normalement :
P P
Py Py

Donc si :
m; — p; , 'information I est telle que :

Pi < pj (2)

mg m; (3)
L>IetI>0 (4)
Onposep=0 — I=0 (5)
I, = logg(%i) = —logy P; (6)

(7)

1. réflexions, pas de trajet direct en général, attention au fading , on peut avoir des réflecteurs mobiles égale-
ment (vehicule), attention & ’effet Doppler engendré par ce type de réflecteur



1.2 Entropie de la source

Par définition,
- Zp(a?i)1092(p($i)) = E[I}]

Canal binaire symétrique (BSC) :

P(y|x), on dresse la matrice des y sachant x;

( 1—p=Plylzr) p=Pylz1) )
p=P(ylr2) 1-p= P(y|r2)

P(l)=q
P(O)zl—q
1
M =2 = —
—q=5

H(X) = —qloga(q) — (1 — q)log2(1 — q)

Source qui peut délivrer M messages :
H(X) est max ssi p(z;) = 7 Vi =1,.M = H(X) =

1.3 Entropie conditionnelle

Entropie Conditionnelle de la v.a X ayant observé la variable a Y =y

H(Xy) = E(—loga Pajy) ((zly)) Z PojylogaP(zly)

Entropie conditionnelle moyenne de X par rapport a Y

H(X]Y) = E,[H(X]y)] ZZP ey (25 y)logap(zly)

Propriétés

H(X|Y) < H(X) égalité si (X,Y) independants
HY|X) < H(Y)

IN



1.4 Information mutuelle moyenne

](X,Y):H(X)—H(X|Y):H(Y)—H(Y|X) (19)
0<I(X,Y) < H(X) (20)
< H(Y) (21)

Propriétés de I(X,Y)
1. SiY est indépendant de X alors H(X|Y) = H(X) et I(X|Y) =0
2. 8iY = X alors H(Y|X) =0 et I(X|Y) = H(X) = H(Y)

1.5 Capacité d’un canal discret

La capacité d’un canal de transmission est égale au maximum de l'information mutuelle
moyenne, entre son entrée et sa sortie par rapport a toutes les lois possibles de son entrée.

bits
utilisation du canal

C =loie ae x I(X,Y) [C] = (22)
Si information > capacité alors on observe un phénomeéne de distorsion.

Exemple : X =x1,...75

025 0 005 O
0 0 01 0
M = 0 0 0.1 0
015 02 0 0
0 0 0 0.15

> P(z;)=1et > P(y;)) =1.0n adonc:

b= Z]’ Pj = Zi
P;=03 P =04
P, =01 P, =02
P; =01 P;=0.25
P, =035 P,=0.15
Ps=015 ————

H(X|Y) = 0.36 bits et H(X) = 2.126 bits



2 Cas continu

Séance 2

Notations Source : x , récepteur y =x +b .
Avec XN(0,02) et BN(0,07) comme X et B sont indépendantes alors Y N (0,02 + o7)

2.1 Additive White Gaussian Noise

I(w,y) = HY) = H(Y|X) (23)
R R T e &
S A 207 Voo P 207 begexp<—§£g>)
(24)
— %logg(l + U—g) (25)
Oy

2.1.1 Capacité d’un canal a temps discret :

1 2
C = =loga(1+ %) [bits/utilisation]
2 o}

2.1.2 Capacité d’un canal AGWN a temps continu & a bande limitée B

fe = 2B source — 2B échantillonnée

P, = 2Bo} (26)
P, = 2Bo} (27)
1 2Bo?
C:feilOgg(l‘i’W) (28)
o2
* C' = Bloga(1 + —”2”) [bits/s] x (29)
T
(30)

Application : RSB = 30dB, B = [300,3000] Hz, C?
SOLUTION :
RSB = 1010910( ) =103 =

Donc 3100l0g2(1 + 10%) ~ 31szt5/s

o-m‘hxw
q
zcmsxm



2.2 Codage

T1 e Tn
X X
p($1) e pnnz
c1 . Cn
\: \:
pler) -+ plen)
ni . Ny,

SiD =2 alors Hiz) <n < H(z)+1let
H(z) = > pl(xi)loga(xi)

3 Codage

3.1 Codage direct

x; | pi | -log(p:) | ny
x1 | 0.4 1.32 2
xo | 0.18 2.47 3
x3 | 0.1 3.32 4
x4 | 0.1 3.32 4
x5 | 0.07 3.83 4
x¢ | 0.06 4.06 5
x7 | 0.05 4.32 5
xg | 0.04 4.64 5
ay o Y76
q
P = | Dij
K
ay B e
ZOQQ(I%)

n; < —
loga2(D)



3.2 Codage de Fano-Shanon

La probabilité de chaque symbole & compresser doit étre connue. Dans la plupart des cas,

des probabilités fixes calculées a partir des données a compresser sont utilisées ; on parle alors de
codage de Shannon-Fano semi-adaptatif (qui nécessite deux passes successives sur les données a
compresser : la premiere pour calculer les probabilités, la seconde pour compresser a proprement
parler). Il est également possible d’utiliser des probabilités fixes non dépendantes des données a
compresser (codage statique) ou des probabilités variant au fur et & mesure de la compression
(codage adaptatif).
Tous les symboles a compresser sont triés selon leur probabilité, et I’ensemble trié des symboles
est coupé en deux parties de telle facon que les probabilités des deux parties soient le plus proche
possible de 1’égalité (la probabilité d’une partie étant égale a la somme des probabilités des
différents symboles de cette partie). Tous les symboles de la premiére partie sont codés par un
0 suivi de leur code de Shannon-Fano en ne prenant en compte que les symboles de la premiere
partie, et tous les symboles de la seconde partie sont codés par un 1 suivi de leur code de
Shannon-Fano en ne prenant en compte que les symboles de la seconde partie, récursivement.
Lorsqu’une partie ne contient qu’un seul symbole, celui-ci est représenté par un code vide (de
longueur nulle).

1.11.5 Shannon-Fano Code

Shannon-Fano code has ge of its simplicity. The ge symbols are listed in
descending order of their probabilities. This list is then divided in such a way as to form two
groups of as nearly equal probabilities as possible. Each symbol in the first group is assigned
0 as the first bit. The symbols of the second group are assigned 1 as the first bit. Each of these
groups is then further divided and assigned second bit in the same manner. The process is
continued until only one symbol is left in each of the subdivided groups (Table 1.4).

TABLE 1.4 Shannon-Fano Code

] L} v v

0 0 0 0
10 100 100 100
10 101 101 101
10 1100 1100
1" 110 1101 1101
1 M 1110 1110
1 m 111 11110
1" 11 111 1111

Q-8 YT eomn
2o
88
kA |

SCHEMA NON FINT :
X1 0.4 SOO

01

X9 0.18 S()l
01

X3 0.1

X4 0.1

x5 0.07

x¢ 0.06

x7  0.05

X8 0.04

3.3 Codage de Huffman
Cf cours de M.Réfrégier)



3.4 Efficacité

Dans ce cas :

3.5 Redondance

3.6 Autre Exemple

[1,...,25] = S et [0.3,0.25,0.02,0.08,0.12,0.03,0.02,0.18,] = P

:LL

X1
X2
X3
X4
X5
X6
X7

X8

001

011
0000
0100
0101
00010
00011

= 2.61 — 97.8%



Codage Huffmann : D =2 et D = 3, alphabet=[0, 0, 2].

‘I/"“?Hvtt'\u‘wu ¢ ) =" a
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ng = 1.64 et £ = 96.26% et
D=3 On trouve les résultats suivants :

x;1 =1 X9 =0 xg = 22 x5 = 20
x4 =212 x6 =210 x3=2112 x7;=2111 x9 = 2110

H(X) = 3.5bits , nyy = 2.53 et E = 98.9%

Codage de Fano Shannon D = 2, on cherche a savoir l'efficacité & ’entropie. npg = 2.53

et £ =98.9%

3.7 Compéments

Codes correct : 1 bit — 2 bits. R =

Téléphonie : codes convolutionel




Polynémes binaires (poly génératrice) :

g1(D) =1+ D?*+ D*
92(D) =1+ D+ D* + D*
vi — [v] v]]

V) = Ui 4 Uim3 + Ui—g

1
UV = U+ U—1 + U—3 + Ui—g

u_1,u—2,...=0

10



